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Anillos, cuerpos y algebras

En esta guifa, todos los anillos A son unitarios y 14 # 04.

Ejercicio 1. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal p de A se dice primo si p # A y para todo
a,b € A tal que ab € p, entonces a € p 0 b € p. Probar que un ideal p C A es primo si y s6lo si
A/p es un dominio integro.

Ejercicio 2. Sea A un anillo conmutativo. Un elemento ¢ € A se dice irreducible si ¢ no es
inversible y si ¢ = ab, entonces a es inversible o b es inversible. Un elemento p se dice primo si
p no es inversible y el ideal p = (p) = Ap generado por p es un ideal primo.

Suponiendo que A es un dominio integro, probar que

(7) Un elemento ¢ es irreducible si y solo si (¢) es un ideal maximal en el conjunto de todos
los ideales principales propios.
(17) Todo elemento primo de A es irreducible.
(7ii) Si A es un DIP (dominio de ideales principales), entonces un elemento p es primo si y
s6lo si es irreducible.

Ejercicio 3. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal m de A se dice maximal si m # A y para
todo ideal n de A tal que m C n C A, entonces n = m o n = A. Probar que un ideal m de A es
maximal si y sélo si A/m es un cuerpo.

Ejercicio 4. Sea A un dominio integro finito. Probar que A es un cuerpo.

Ejercicio 5. Dado b € C se define Q[b] = {37 ; a;b'| a; € Q}. Probar que Q[v2], Q[v3], Q]i]
y Q[v/2] son cuerpos.

Ejercicio 6. Sea k un cuerpo y sea A una k-dlgebra de dimension finita. Probar que si A es
un dominio integro, entonces es un cuerpo.

Ejercicio 7. Sea A un anillo conmutativo y £ una A-algebra. Si m : E ®4 F — FE denota la
multiplicacion y v : A — E, u(a) = a - 1 la unidad, describir usando diagramas conmutativos
las relaciones de asociatividad, de conmutatividad y las propiedades que cumple la unidad.



